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Виявлення особливостей розподілу компонент миттєвої потужності 
електричної енергії кола з полігармоніним струмом 
Мохамед Кавакзех, О. В. Бялобржеський, М. В. Загірняк 
Відомі теоретичні результати стосовно проблеми електричної 
потужності спотворення, втілені в чинних стандартах, підлягають 
обґрунтованій критиці щодо формування потужності спотворення струмом і 
напругою, які мають різні частоти. У роботі запропоновано підхід, який 
базується на порядку формування компонент миттєвої електричної 
потужності залежно від поєднання (сума або різниця) частот струму і 
напруги. Отримано аналітичні вирази для компонент миттєвої електричної 
потужності кола з гармонійним струмом, яке складається з послідовно 
з’єднаних конденсатора, котушки індуктивності та резистора. Для цього 
випадку серед отриманих чотирьох компонент миттєвої потужності 
виокремлені дві − активна і реактивна, а також ортогональні складові 
потужності, осцилюючі з подвійною частотою. Показано, що сума квадратів 
активної та реактивної складових і сума квадратів зазначених ортогональних 
складових збігаються, і дорівнюють повній (уявній) потужності. 
Використовувана методика розвинена для загального випадку полігармонічних 
струму і напруги. У цьому випадку виявлено, що серед компонент миттєвої 
потужності можливо виокремити активну та реактивну потужності як 
ортогональні квадратурні складові нульової частоти, водночас повну 
потужність виокремити неможливо. Виконано два чисельні експерименти з 
періодичними струмом і напругою, які містять по три гармоніки. Діючі 
значення струмів і напруг в кожному з експериментів були прийняті рівними. 
При цьому амплітуди другої та третьої гармонік струму мінялися місцями. На 
цьому прикладі показано, що інтегральні показники повної потужності та 
потужності спотворення, розраховані за відомими методиками, в обох 
випадках виявилися однаковими, що є некоректним. За таких самих умов серед 
запропонованих компонент миттєвої потужності виявлені такі, значення яких 
виявилися різними для кожного з експериментів. Унаслідок цього 
запропоновано використовувати середньоквадратичне значення названих 
компонент для оцінювання ступеня спотворення відносно середньо- 
квадратичного значення миттєвої потужності 
Ключові слова: потужність електричної енергії, норма потужності, 
активна потужність, реактивна потужність 
1. Вступ
В електроенергетичних, електротехнічних та електромеханічних системах і
комплексах для розв’язання задач, пов’язаних з перетворенням електричної 












потужності. Рівняння балансу використовують для перевірки результату 
розв’язання задачі, або оцінювання розподілу потоків потужності. У більшості 
випадків рівняння балансу складається за усередненими на певному проміжку 
часу значеннями відповідних величин. 
Значення потужності в більшості задач електротехніки та електромеханіки 
дають узагальнюючу кількісну характеристику та використовуються для 
порівняння енергетичних показників елементів електричної системи – 
дотримання балансу за активною та реактивною потужностями. Під час 
експлуатації мереж, які забезпечують електричною енергією споживачів, 
незалежно від характеру струму, постають задачі обліку електричної енергії. 
Для мереж постійного струму як обліковий показник використовують середнє 
(на визначеному проміжку часу) значення потужності, для мереж змінного 
струму – значення активної та реактивної потужності [1, 2]. Спотворення 
електричної енергії, які викликані або дією джерела енергії, або дією 
навантаження, для обліку електричної енергії не враховують. Тому актуальні 
задачі визначення компонент потужності, які відбивають характер та рівень 
спотворення електричної енергії. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Електроенергетичні системи використовуються для вироблення та 












   
 
де u – миттєва напруга; i – миттєвий струм; t – час; t0 – час початку відліку; T – 
період відліку. 
За наявності в колі елементів, які мають властивості накопичення енергії, 
результат взаємодії напруги та струму розглядають, використовуючи нерівність 
Коші-Буняковського-Шварца [3] приведену до рівняння:  
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де τ – проміжна змінна. 
У разі гармонійних струмів та напруг отримують рівняння: 
 
2 2 2,P S Q   (1) 
 








Наявність в електричному колі елементів з нелінійною вольт-амперною 
характеристикою унеможливлює використання для виразу (1) поняття 
«реактивна потужність», яку в роботі [4], спираючись на теорію Будеану, 
відносять до неактивної потужності N. Остання об’єднує реактивну потужність 
Q  елементів, які накопичують енергію, і потужність D спотворення, яку 
викликають елементи з нелінійною вольт-амперною характеристикою, тобто: 
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Дослідженню методів визначення потужності D спотворення присвячений 
ряд робіт. Зокрема, у роботі [1] розкрите походження потужності спотворення в 
залежності від викривлення струму та напруги, при цьому залишеним без уваги 
залишилось питання залежності, потужності спотворення від співвідношення 
порядку гармонік. В роботі [5] автор виконує порівняння методів визначення 
реактивної потужності, роблячи висновок про різницю результатів розрахунку 
в колах з полігармонійним струмом. На сьогоднішній час найбільш чітко 
складові потужності систематизовано у стандарті Інституту інженерів 
електриків та електронників [6]. Стандарт декларує певну кількість компонент 
потужності електричної енергії, кожна з яких відбиває характерні показники. 
Використовуючи відомі векторні форми та поняття: повної, активної, 
неактивної, реактивної потужностей, потужності спотворення, додатково 
поділяючи їх для основної та вищих гармонік струму чи напруги, автори 
багатосторонньо визначають характеристику потоку потужності. Для цього 
використовується представлення струмів, напруг і миттєвої потужності у 
тригонометричній формі ряду Фур’є. Зазначені компоненти потужності 
обґрунтовані на підставі концепції Будеану, але в деяких роботах, наприклад 
[7], підлягають критиці щодо визначення гармонійних складових потужності на 
підставі гармонійних складових струму та напруги. 
В той же час визначення компонент потужності з використанням 
гармонійних складових струму та напруги, як зазначено в роботах [8, 9], 
створює передумови для оцінювання енергетичного процесу. Аналіз 
полігармонійних функцій струму, напруги та потужності використовують в 
роботі [10] за умов аналізу режиму електричної машини, а в роботі [11] для 
розв’язання задач ідентифікації параметрів та характеристик елементів 
еквівалентного кола. При цьому забезпечують закон збереження енергії та 
виконання теореми Телледжена, що робить такий підхід більш прийнятним для 
оцінювання електричної потужності. Про це окремо відзначено автором роботи 
[12], де обґрунтовується зв'язок спотворення потужності з формуванням 
вартості електричної енергії.  
Все це дозволяє стверджувати, що доцільним є проведення дослідження 















3. Мета і завдання дослідження 
Мета роботи – аналітичне визначення компонент миттєвої електричної 
потужності в колі полігармонійного струму з виділенням активної і реактивної 
потужності. 
Для досягнення мети були поставлені такі завдання: 
– визначити для електричного кола гармонійного струму миттєву 
електричну потужність;  
– виявити реактивну та повну потужності кола змінного гармонійного 
струму; 
– врахувати співвідношення частот гармонік полігармонійних струму та 
напруги в розрахунку миттєвої електричної потужності та її компонент;  
– оцінити експериментально рівень запропонованих компонент в миттєвій 
електричній потужності. 
 
4. Визначення для електричного кола гармонійного струму миттєвої 
електричної потужності  
Розглянемо елементарний контур з послідовно увімкненими активним 
опором R, індуктивним L та ємнісним C елементами. Протікання гармонійного 
струму в лінійному колі (рис. 1, а) забезпечується дією джерела напруги. 
Параметри режиму вважатимемо гармонійними і запишемо у вигляді: 
 
 sin ;ii I t     sin ,uu U t    
 
де U, I – амплітуди напруги та струму, відповідно; u, i – початкові фази 
напруги та струму, відповідно;  – кутова частота. 
Для схеми на рис. 1, а. напруга та струм контуру пов’язані наступним 
чином: 
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де uR, uL, uC; iR, iL, iC; IR, IL, IC; iR, iL, iC – напруги, струми, амплітуди струмів, 
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Рис. 1. Досліджуваний контур: а – схема; б – векторна діаграма 
 
Зважаючи на послідовне з’єднання елементів  
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Тоді можна записати: 
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Миттєва потужність p кола із зазначеними струмом та напругою: 
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тоді вираз для миттєвої потужності матиме вигляд: 
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   (2) 
 
де Pa.1-1, Pb.1-1 – амплітуди косинусної та синусної складової гармоніки 
потужності, зумовленої гармоніками струму та напруги частоти яких 
віднімаються; 
Pa.1+1, Pb.1+1 – амплітуди косинусної та синусної складової гармоніки 
потужності, зумовленої гармоніками струму та напруги частоти яких 
підсумовуються. 
 
5. Виявлення реактивної та повної потужності кола змінного 
моногармонійного струму 
Навмисно не виключаючи з огляду компоненту функції  sin 0 ,  яка 
фактично не бере участі у формуванні миттєвої потужності, зазначимо, що 
Pa.1+1≠Pa.1-1, Pb.1+1≠Pb.1-1. Використаємо наступні позначення: 
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– повна потужність –
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Для збереження певної форми запису перепишемо рівняння (2), в 
наступному вигляді: 
 
     cos 0 sin 0 sin 2 .sp P Q S t      
 
Такий підхід чітко указує місце активної P, реактивної Q та повної S 
потужностей у миттєвій потужності. Загальновідомо, що за повною потужністю 
баланс в електричному колі не відтворюється. Слід зазначити, що за 
компонентами активної, реактивної та повної потужності також неможливо 
відновити миттєву потужність в колі. Причина полягає у неможливості 
визначення початкової фази осцилюючої потужності. Компоненти потужності з 








Раціонально додатково використовувати показники, які характеризують 
потужність як сигнал [1, 3]: максимальне Pmax, середнє Pav та 
середньоквадратичне Prms значення: 
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Останній показник є середньоквадратичним значенням сигналу миттєвої 
потужності .rmsP p  
Використовуючи вихідну форму запису струму та напруги і їх початкових 
фаз вираз для потужності набуде наступний вигляд: 
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Порівнюючи вирази (2) та (3) отримуємо: 
 
 .1 1 0,5 cos( )a u iP UI P      – активна потужність;  
 
 .1 1 0,5 sin( )b u iP UI Q       – реактивна потужність; 
 
 .1 1 0,5 cos( )a u iP UI      – косинусна компонента повної потужності; 
 
 .1 1 0,5 sin( )b u iP UI     – синусна компонента повної потужності. 
 
Отже, компоненти повної потужності, що пульсують з подвійною 
частотою, не є активною та реактивною потужностями, а є ортогональними 
компонентами осцилюючої повної потужності S, що має початкову фазу s . Ці 
компоненти штучно приводяться до активної та реактивної потужностей, що 
виконується деякими авторами, шляхом відповідного зсуву по фазі косинусної 













6. Врахування співвідношення частот гармонік струму та напруги в 
розрахунку миттєвої електричної потужності та її компонент  
Розглянемо полігармонійні струм і напругу: 
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де k, n; Uk, In,; uk, in – номери, діючі значення, початкові фази гармонік 
напруги та струму відповідно; Ua.k, Ub.k; Ia.k, Ib.k – амплітуди косинусної та 
синусної складових гармонік напруги та струму відповідно. 
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Як зазначено в [6], з останнього виразу випливає, що функція миттєвої 
потужності містить гармоніки, порядок s яких визначається як різницею  
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де s – номери гармонік потужності; ps – гармоніки потужності; Ps – амплітуди 
гармонік потужності; p.s – початкові фази гармонік потужності; Pa.s, Pb.s – 








Виконуючи певні перетворення рівняння миттєвої потужності та 
приводячи його до вигляду (3), визначимо чотири компоненти потужності: 
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У цьому випадку розділити компоненти потужності за характером їх 
утворення можливо з використанням концепції, викладеної в [3]: 
1. Косинусна компонента нульової частоти (активна потужність): 
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для 0.k n   
 
2. Синусна компонента нульової частоти (реактивна потужність): 
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3. Косинусні компоненти, зумовлені дією гармонік струму та напруги 
однакової частоти: 
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для 2 2 ,s k n k n     
 
де Pa.c.s – амплітуда косинусної компоненти зумовленої дією гармонік струму та 
напруги однакової частоти. 
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для 2 2 ,s k n k n     
 
де Pb.c.s – амплітуда синусної компоненти зумовленої дією гармонік струму та 
напруги однакової частоти. 
5. Косинусні компоненти, зумовлені дією гармонік струму та напруги 
різної частоти, сума чи різниця яких дає парний результат: 
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для (2   2 )s k n k or n    та ,k n  
 
де Pa.pc.s – амплітуда косинусної компоненти зумовленої дією гармонік струму 
та напруги різної частоти, сума чи різниця яких дає парний результат. 
6. Синусні компоненти, зумовлені дією гармонік струму та напруги різної 
частоти, сума чи різниця яких дає парний результат 
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для (2   2 )s k n k or n    та ,k n  
 
де Pb.pc.s – амплітуда синусної компоненти зумовленої дією гармонік струму та 
напруги різної частоти, сума чи різниця яких дає парний результат. 
7. Косинусні компоненти зумовлені дією гармонік струму та напруги 
різної частоти, сума чи різниця яких дає непарний результат: 
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для (2   2 )s k n k or n    та ,k n  
 
де Pa.nc.s – амплітуда косинусної компоненти зумовленої дією гармонік струму 








8. Синусні компоненти зумовлені дією гармонік струму та напруги різної 
частоти, сума чи різниця яких дає непарний результат: 
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для (2   2 )s k n k or n    та ,k n  
де Pb.nc.s – амплітуда синусної компоненти зумовленої дією гармонік струму та 
напруги різної частоти, сума чи різниця яких дає непарний результат. 
У наслідок цього, в миттєвій потужності однозначно відокремлюються 
активна та реактивна потужності в наявному зображенні; відокремити повну 
потужність S серед компонент миттєвої потужності в цьому випадку 
неможливо [3]. 
Спосіб представлення миттєвої потужності у вигляді: 
 
.0 .0 . . . . . . +  +  + ,а b a c a pc b c b pc a nc b ncp p p p p p p p p       (4) 
 
відповідає закону збереження енергії та теоремі Телледжена [3]. При цьому 
сигнал потужності узагальнюється середньоквадратичним значенням Prms. 
 
7. Експериментальна оцінка рівня запропонованих компонент в 
миттєвій електричній потужності 
Раціональність використання такого представлення миттєвої потужності 
можна ілюструвати на наступному прикладі. Припустимо, що струм і напруга 
задані трьома гармоніками з відповідними амплітудами та початковими фазами 
(табл. 1), а частота основної гармоніки складає 1314 s . Розглянемо два 
чисельних експерименти, що виконуються у пакеті Mathcad, які відрізняються 
значенням амплітуд другої та третьої гармоніки струму (змінюються місцями). 
 
Таблиця 1 
Дані чисельних експериментів з різними амплітудами гармонік струму  
Експеримент 1 2 
Гармоніки h1 h2 h3 RMS h1 h2 h3 RMS 
, АI  20 1 10 15,83 20 10 1 15,83 
, ВU  220 10 10 155,89 220 10 10 155,89 
, градi  0 0 0  
0 0 0 
 
, градu  30 60 60  
30 60 60 
 
, ВтР  1933 1933 
, варQ  1148 1148 
, ВАS  2467 2467 












Діаграми струму та напруги для першого та другого експерименту 
наведені на рис. 2, a, в відповідно, результуюча діаграма потужності на рис. 2, 
б, г. Очевидно, що за умови різних значень гармонік струму буде отримана 
різна потужність, але інтегральні показники [5]: активна P, реактивна Q, повна 
S потужності та навіть потужність спотворення D залишаються незмінними. 
При цьому, як видно з рис. 2, б, в характер спотворення потужності різний, що 
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Рис. 2. Часові діаграми: a – струму та напруги для експерименту 1;  
б – потужності для експерименту 1; в – струму та напруги для експерименту 2;  
г – потужності для експерименту 2 
 
У табл. 2 наведені значення ортогональних компонент потужності для 
першого та другого експерименту отримані відповідно до виразу (4). 
Однозначно визначаються компоненти з нульовою частотою Pa.0=P та Pa.0=Q, 
які за значенням співпадають у табл. 2, 3. Пов’язати
 
компоненти інших частот 
із зазначеними потужностями або з повною потужністю S неможливо, але такий 
спосіб представлення миттєвої потужності дозволяє відрізнити миттєві 
потужності p отримані в пропонованих двох експериментах. 
Слід указати на різні значення квадратичної норми потужності та її 
максимального значення для кожного з експериментів. Додатково слід звернути 
увагу на збіг значень ортогональних компонент п’ятої гармоніки потужності  
(s=5), яка зумовлена взаємодією другої та третьої гармонік напруги та струму. 
Значення ортогональних компонент шостої гармоніки потужності (s=6) на 
порядок відмінні, тому що зумовлені взаємодією виключно третіх гармонік 








компонент другої гармоніки потужності (s=2), яка вказує на взаємодію гармонік 
струму та напруги, для яких n±k=s=2. У цьому випадку, окрім першої гармоніки 
струму та напруги, у формуванні цієї компоненти потужності беруть участь і 
всі інші гармоніки струму та напруги, для яких виконується умова: n±k=s=2. 
 
Таблиця 2 






























Exp1 1933 1148 169,3 84,2 2542 2003 0,015 145,3 639,1 1007 27,5 47,6 25 43,3 
Exp2 1933 1148 664,3 863,7 2047 1145 0,011 1003 166,6 188,5 27,5 47,6 2,5 4,3 
 
У табл.3 наведені значення ортогональних складових потужності для 
першого та другого експерименту за компонентами отриманими згідно з 
формулою (5). У цьому випадку значення ортогональних складових нульової 
гармоніки та гармонік з номерами s=5 та s=6 співпадають зі значеннями 
наведеними в табл. 2.  
 
Таблиця 3 






































Exp1 1933 1148 169,3 84,2 1905 636,6 1100 902,6 0,02 145,3 2,5 636,6 4,3 1003 27,5 47,6 25 43,3 
Exp2 1933 1148 664,3 863,7 1905 141,6 1100 45,3 0,01 1003 25 141,6 43,3 145,3 27,5 47,6 2,5 4,3 
 
Ортогональні компоненти другої гармоніки потужності (s=2) розділені 
згідно з формулою (5) на дві складові. В табл. 3 позначені: канонічні 
компоненти потужності (індекс «с»), які вказують на дію компонент струму та 
напруги однієї частоти n=k=1; псевдо-канонічні компоненти потужності (індекс 
«pс»), які вказують на дію гармонік струму та напруги різних частот n≠k. Тому 
значення канонічних компонент ортогональних складових гармонік потужності 
s=2 для обох експериментів збігаються, а для неканонічних відрізняються. 
 
8. Обговорення результатів дослідження порядку формування 
компонент миттєвої електричної потужності в колі полігармонійного 
струму 
Амплітуду синусних та косинусних ортогональних компонент гармонік 
потужності зумовлюють гармоніки струму та напруги, різниця, чи сума частот 
яких дорівнює частоті гармоніки потужності. У методі використаному під час 
дослідження пропонується розділяти компоненти потужності залежно від 
комбінації частот гармонік струму та напруги. Розрахунок компонент 
потужності ускладнюється із збільшенням кількості гармонік струму та 
напругу, тому що потребує перевірки виконання умов для певних комбінацій 
частот гармонік струму, напруги та частоти гармоніки потужності. За умов 












похибки розрахунку компонент потужності. Зважаючи на високий рівень 
інформаційного та алгоритмічного забезпечення сучасної техніки обробки 
сигналів зазначені похибки можуть бути зведені до мінімального значення. 
Розвиток дослідження вважається в обґрунтуванні показників вкладу 
компонент потужності в миттєву електричну потужність. При цьому ймовірні 
складнощі пов’язані із розгалуженістю потоків потужності у вузлах 
електроенергетичних систем. 
Для електричного кола гармонійного струму унаслідок комбінації ортого-
нальних складових струму та напруги визначені синусні та косинусні ортогона-
льні складові гармонік потужності (2). Серед них виокремлені компоненти які 
відповідають активній, реактивній та осцилюючій (повній) потужності. У вико-
ристаному під час дослідження кола з полігармонійним струмом методі запро-
поновано розділяти компоненти потужності залежно від комбінації частот гар-
монік струму та напруги (4). Перевага пропонованого рішення над існуючим 
ілюструється чисельними експериментами з різними миттєвими потужностями, 
для яких відомі показники виявилися однаковими. Розрахунок пропонованих 
компонент потужності ускладнюється зі збільшенням кількості гармонік стру-
му та напруги. За умов обмеженої кількості гармонік струму та напруги ймові-
рна наявність певної похибки розрахунку компонент потужності. Зважаючи на 
високий рівень інформаційного та алгоритмічного забезпечення сучасної техні-
ки обробки сигналів, зазначені похибки можуть бути зведені до мінімального 
припустимого значення. Розвиток дослідження полягає в обґрунтуванні показ-
ників вкладу компонент потужності в миттєву електричну потужність вузлів 
електроенергетичних систем. При цьому ймовірні складнощі пов’язані з розга-
луженістю потоків потужності у зазначених вузлах. 
9. Висновки 
1. На відміну від відомого аналітичного виразу миттєвої потужності кола 
змінного гармонійного струму запропоновано альтернативний вираз, в якому 
визначені компоненти, що відповідають активній, реактивній та повній 
потужності. При цьому з розгляду не були вилучені синусні ортогональні 
складові потужності з нульовим аргументом функції. 
2. Доведено низьку ефективність розрахованих за відомими методиками 
показників повної потужності та потужності спотворення в колі з 
полігармонійними струмом та напругою. Зазначені показники потужності 
виявились незмінними в умовах двох чисельних експериментів, в яких діючі 
значення струму та напруги і їх початкові фази задані однаковими. При цьому 
змінені місцями амплітуди струму другої та третьої гармонік. Це призвело до 
зміни середньоквадратичного значення потужності Prms1=1,11Prms2, та її 
максимального значення Pmax1=1,03Pmax2. 
3. Виконуючи поділ гармонік потужності на ортогональні складові, з 
використанням умов парності та непарності комбінації частот гармонік струму 
та напруги, отримані аналітичні вирази для визначення компонент потужності: 







4. Для чисельних експериментів, в яких діючі значення струму та напруги 
і їх початкові фази задані однаковими та змінені місцями амплітуди струму 
другої та третьої гармонік застосовано пропоновану методику визначення 
компонент потужності. Відмічені значення канонічних компонент 
ортогональних складових другої гармоніки потужності, які для обох 
експериментів збігаються, та псевдоканонічних, які відрізняються. Це може 
бути використаним при формуванні показників миттєвої потужності в процесі 
обліку електричної енергії та ведені процедури фінансових розрахунків, для 
стимулювання покращення якості електричної енергії. 
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